LE THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE

Dans ces notes, on fixe n > 1 un entier et on travaille dans I’espace euclidien R” muni de sa
norme euclidienne notée | - |. Dans I’ensemble de ce texte, une boule (fermée, non dégénérée), est
un ensemble de la forme :

Blz,r]={yeR": |y -z <r},
ot z € R et r > 0 sont donnés ; on appelle z le centre de B et r son rayon. Etant donné une boule
B, on note r(B) son rayon.

Si B = B[x,r] est une boule (avec z € R et r > 0), on note B := B[z, 5r] la boule de méme
centre que B et de rayon égal au quintuple de celui de B.

Dans ce texte, on substituera le symbole U au symbole U lorsque les parties dont on forme la
réunion sont deux a deux disjointes.

Si £ ¢ R” est donné, on note |E| sa mesure extérieure de Lebesgue (rappelons au passage
que la restriction aux ensembles Lebesgue-mesurables, de la mesure extérieure de Lebesgue, est
une mesure appelée la mesure de Lebesgue) ; rappelons que la mesure extérieure de Lebesgue est
invariante par translations et que I’on a, pour A > O unréel et £ € R”, |]A\E| = A"|E|. En particulier,
il vient |B[x, A\r]| = A\?|B[z,r]| pour tous z € R”, » > 0 et A > 0; en notant w,, := |B[0,1]| la
mesure de Lebesgue de la boule unité de R”, on en déduit en particulier que 1’on a |B[x,7]| =
|B[0, r]| = r"w, pour tous x € R et > 0.

7

Etant donné une fonction f : R® — R localement intégrable, x € R" et r > 0, on notera parfois :

1
fmm— [
ﬁ[:{:,r] |B[ZE,T]| Blz,r]

la moyenne de f sur B[z, r] (I’intégration se faisant ici, et dans I’ensemble de ce texte, par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R™).

Au cours du 9 ou du 16 octobre 2023, nous démontrerons formellement le théoréme de recou-
vrement de Vitali.

Théoréme 1 (Vitali). — Soit 2 une famille de boules (fermées, non dégénérées) vérifiant :
supr(B) < +oo.
Be#
Dans ces conditions, il existe une famille au plus dénombrable %' € A constituée de boules deux
a deux disjointes et telle que l’on ait :

A

vgc |J B.

Be#'
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1. La fonction maximale de Hardy-Littlewood

Etant donné une fonction localement intégrable f : R* — R, on note M f sa fonction maximale
de Hardy-Littlewood définie pour x € R par :

Mf{f(x):=su .
f(@) iy |/

Cette fonction n’est, en général, pas intégrable sur R” si f I’est; elle vérifie néanmoins une pro-
priété intéressante, appelée inégalité faible (1,1).

Lemme 1. — Etant donné une fonction intégrable f :R™ — R et un réel positif A >0, on a :
n 5”
o R Mf(2)> M < [ 1Al (1)
Démonstration. — Soient f et A > 0 comme dans 1’énoncé. Commengons par observer que si

z eR”etr >0 sontdonnés, ona:

1 1
=m0 / fl< / fl-
]g[x,r] | | |B[[E, ’l“]| Bla,r] | | Wy ™ " | |

Or il est clair que I’on a lim,_, wﬂ% Jan |f] = 05 il s’ensuit qu’il existe un réel positif R > 0 tel
que, pour tout r > R, on ait ﬁ Jan |f] < X et donc aussi, pour tout 2 € R" et tout r > R :

IR @

Posons a présent £ := {x € R” : M f(x) > A}. Pour chaque x € FE, il existe, par définition de
M f(x), unréel r, > 0 tel que I’on ait :

ol ULS
—_ = > A\
|B[ZL‘,T$]| Blz,rz] ‘f| Blz,rs] ’f|

Il résulte par ailleurs de (2) que, pour chaque x € £, onar, < R. Si on pose :

P :={Blz,r;]:xeE},

on voit donc que & est une famille de boules (fermées, non dégénérés) vérifiant :

supr(B) =supr, < R< +o0;
Be# rel

pour chaque B € 4, on a en outre par définition de & :

T ALES ATESY ®

Le théoréme de recouvrement de Vitali (Théoréme 1 ci-dessus) assure 1’existence d’une famille
au plus dénombrable #’ ¢ Z telle que ’on ait :

vgc |J B.
Be%#’
Comme on a évidemment F € U, B[z,7,] = U%, on peut donc écrire :

U Bl< > 1B]=5" Y |B],

Be%#' Be%#' Be#'

|E|<|u 4| <
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en utilisant le fait que %’ est au plus dénombrable et la sous-additivité de la mesure extérieure de
Lebesgue. En utilisant (3), on trouve donc :

REES AT
Be#’

Puisque les boules de %’ sont deux a deux dlSJOlIlteS, il vient finalement (en utilisant 1’additivité
compléte de I’intégrale de Lebesgue) :

|E| < If | < £
Rn
c’est-a-dire la thése. [

Remarque 1. — L’inégalité (1) rappelle la forme de [’'inégalité¢ de Markov, laquelle assure que
si f:R™ - R est intégrable, alors on a pour tout A > 0 :

n . 1
o eR™:|f@]> M <5 [ Il

Cette derniére inégalité s obtient facilement en observant que, en posant Ay := {x e R"|f(z)| > \}
(qui est évidemment Lebesgue-mesurable), on a, sur R" :

)‘XA,\ < |f |7
et donc aussi, en intégrant les deux membres de l'inégalité précédente par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R™ :
A, = f Axa, < f | f].
R7 R"

2. Le théoreme de dérivation de Lebesgue

On va démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2 (Lebesgue). — Si f : R* — R" est intégrable, alors pour presque tout x € R", on
a:
f(x) =1lim f.
(@)=t f

Afin de démontrer ce théoréme, on introduit, étant donné une fonction localement intégrable
f:R* >R, zeR"etr >0, les notations suivantes :

wgery= £ 1f@) =1l

et
wr(x) = hmwf(x r) = lim sup If(x) - fl
620 0<r<s J Blz,r]
> >
Remarque 2. — Pour démontrer le théoreme de dérivation de Lebesgue, il suffit de montrer

qu 'étant donné une fonction intégrable f : R" - R, on aws(x) = 0 pour presque tout x € R™. Dans
ces conditions, en effet, on écrit pour x € R" et r > 0 (en utilisant le fait que 'on a fB[x 1= 1:

‘f(flf) - ][B[m,r] f’ ) ‘]g[a:,r] f($) dy - é[z,?“] f(y) dy‘

| £, @ -

< ]{3 @ = F@)ldy = st
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1l vient donc, pour x € R™ :

hm
7‘—»0

f@-f

Sil'on a wg(x) = 0 pour un x € R, alors pour chaque e > 0 il existe un réel § > 0 tel que, pour

tout 0 <r <4, onait :
flx) - ][ fl<e
Blz,r]

autrement dit, il vient f(x) = lim,-o ][B[I ] f. Pour montrer le théoréme de dérivation de Le-
> )

<hmcuf(x r) =wys(x).

besgue, il suffit donc bien de montrer que ’on a wy(x) = 0 pour presque tout x € R™.

Affirmation 1. — Etant donné une fonction continue f : R* - R, on a wr(x) = 0 pour tout
r e R™
Démonstration. — Pour démontrer cette premiere affirmation, fixons f : R” — R continue et soit

x € R™. Fixons ¢ > 0. Il existe par hypothése un réel § > 0 tel que ’on ait |f(y) — f(x)| < € pour
tout y € B[z, d]. Mais il vient alors, pour tout 0 < r < ¢ :

wr(er)i= £ 1f@) - f@)ldy<e f 1=

Blz,r] Blz,r]

En particulier, on trouve w¢(x) = limy~ow(z,7) < . Comme ¢ > 0 est arbitraire, il vient donc
>

wy(x) = 0 et I’affirmation est démontrée. [ |

Affirmation 2. — Etant donné une fonction localement intégrable f : R — R et une fonction
continue g : R" - R"™, on a wy = wy_, partout sur R".

Démonstration. — Remarquons pour commencer qu’il est facile de voir que 'on a wy, , ¢, < wy, +
wy, sur R™ pour toute paire de fonctions localement intégrables f;, fo sur R™. Il vient donc d’une
part, sur R™ :

Wf = Wf-gig SWfg T Wy = Wr—g,
puisque I’ Affirmation 1 assure que I’on a w, = 0 sur R™. On calcule de méme :

Wig = Wi(-g) SWf+wg=0,

puisqu’il suit de I’ Affirmation 1 et de la continuité de —g que I’on a w_,; = 0 sur R™. La preuve de
I’affirmation est compléte. [ ]

Affirmation 3. — Etant donné une fonction localement intégrable f : R™ - R, on a, sur R" :

wr <|fl+MF,

ou M f est la fonction maximale de Hardy-Littlewood de f (voir la section 1).

Démonstration. — Fixons x € R™ et observons que 1’on a pour r > 0 :

aran)= £ @ 1= e [ 1@ - )y

1
Sﬁﬁ;ﬂLémJﬂ@W%{LmMﬂwwﬂ=V@NﬁémﬂmSV@N+Mﬂ@-

11 vient donc aussi : L
wy(@) =Ty (a.r) < |f(@)] + Mf ().
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c’est-a-dire la thése puisque x € R est arbitraire. [ ]
Nous sommes a présent préts pour démontrer le théoréme de dérivation de Lebesgue.

Preuve du Théoréne 2. — Fixons une fonction intégrable f : R” — R.

Nous avons vu (voir la Remarque 2) qu’il suffit de démontrer que ’on a wy = 0 presque partout
sur R™.

A ceteffet, fixons A > 0 et commengons par montrer que I’ensemble £, = {z e R™ : w;(z) > A},
est négligeable. Pour ce faire, fixons ¢ > 0 et choisissons une fonction continue et intégrable
g:R" - Rtelle que 'on ait [, |f — g| < &. Il suit de I’Affirmation 2 que ’on a wy = wy_, sur R™.
Six € E) est donné, alors on a, en vertu de I’ Affirmation 3 :

M(f=g)(@) +|(f = 9)(@)| 2wy f () = wp(z) > A
I1 vient donc nécessairement soit M (f — g)(x) > \/2, soit |(f — g)(x)| > A\/2 (sans quoi on aurait
I(f=g)(@)|+ M(f-g)(x)< A2+ A/2=)). Autrement dit, on a :

EAE{xeR”:M(f—g)(x)>%}u{xeR”:|(f—g)(a:)|>%}.

Il vient donc en particulier :

[eerr M- g)@)> )

Or on a, en vertu du Lemme 1 :
A 257 2-5"¢
foerm -9 >3} <55 [ -ol <=
2 A R A

tandis qu’il résulte de 1’inégalité¢ de Markov (voir la Remarque 1) que 'on a :

frersl-g@l>3} <3 [ 1r-a1<5

11 vient donc finalement :

|E,\| < +

feermsl(-9)@)l> 3]

1 +5n
By <26 -2

Comme ¢ > 0 est arbitraire dans 1’inégalité précédente, on trouve par conséquent |E,| = 0.
Ecrivons a présent :
{zeR":wi(z) >0} = J{z e R" :wp(x) >27%} = [ Eys.
keN neN
La sous-additivité de la mesure extérieure de Lebesgue assure dés lors que I’on a :

oo

{2 eR™:wy(z) >0} < Y [Eys| =0,

k=0
c’est-a-dire que ’on a wy = 0 hors d’un sous-ensemble négligeable de R™. C’est ce qu’il nous
fallait démontrer. u

La dérivation étant une opération locale, on peut démontrer une version plus forte du théoréme
de dérivation de Lebesgue.

Théoréme 3 (Lebesgue, version forte). — Si f : R® — R" est localement intégrable, alors pour

presque tout x € R", on a :
x) =lim ][ .
f@) -t f
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Démonstration. — Pour chaque k € N, notons Uy, := {x € R" : || < k} la boule ouverte centrée
en ( et de rayon k, et posons :

fre = xuy-
Fixons k£ € N. Comme f est localement intégrable, on voit que f} est intégrable sur R™. Il existe
donc, en vertu du théoréme de dérivation de Lebesgue, un ensemble négligeable N, ¢ R” tel que,

pour tout x € R™ \ N, on ait :
= l.IIl ][ Ti.
fk(x) rl—>>0 Blz,r] k

Si z € Uy, \ Ny, est donné, observons que cela implique (puisque 1’on aura B[x,r] € Uy, pour r > 0
assez petit, et donc aussi fj, = f sur B[z, r] pour r > 0 assez petit) :

(@) = i) =iy £ i f S

B[z,r]

Posons a présent NV := Uy Nk, observons que N est négligeable et fixons x e R*\ N.Si ke N
est assez grand pour que I’on ait x € Uy, il vient alors x € U N\ N ¢ Uy \ Ny, et donc aussi, en vertu
de ce qui précede :

Blz,r]

f)=lim £ f.

La version forte du théoréme de dérivation de Lebesgue est donc établie. [ ]

Le 2 octobre 2024
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